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Part I

Note for Class
1 波函数与薛定谔方程

基本假设

(1) 微观体系的运动状态由相应的归一化波函数描写。
(2) 波函数随时演化由薛定谔方程描写。
(3) 力学量用线性厄米算符表示。
(4) 力学量有确定的对易关系，成为量子条件。
(5) 全同多粒子波函数对任一对粒子交换具有对称性。
期望值

⟨r⟩ =
∫

|ψ(r)|2r · dr (1.1)

表象变换

ψ(r) =
1

(2π~)(3/2)

∫
φ(p)e

ip·r
~ dp (1.2)

φ(p) =
1

(2π~)(3/2)

∫
ψ(r)e

−ip·r
~ dr (1.3)

⟨p⟩ =
∫

|φ(p)|2p · dp

=

∫
φ∗(p)pφ(p)dp

=
1

(2π~)(3/2)

∫∫
ψ∗(r)e

ip·r
~ pφ(p)dpdr

=
1

(2π~)(3/2)

∫∫
ψ∗(r)(−i~∇re

ip·r
~ φ(p))dpdr

=

∫
ψ∗(r)(−i~∇r)ψ(r)dr

(1.4)
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叠加原理

c1ψ1 + c2ψ2 = ψ (1.5)

c1, c2 为任意复常数。此式代表 ψ 可能取 ψ1 或 ψ2，概率由系数归一化得到。

注意波函数叠加和经典波叠加的不同。

2 一维定态问题

量子力学中粒子存在两种态：

1. 束缚态 (E < V (∞))
2. 散射态 (E > V (∞))

设一粒子处在如下势场中：

V (x) = −αδ(x) (2.1)

求束缚态和散射态波函数。

E < 0 束缚态

写出薛定谔方程：

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x) x ̸= 0 (2.2)

当 E < 0 时，有

ψ(x) = Aekx +Be−kx x < 0 (2.3)

ψ(x) = Fekx +Ge−kx x > 0 (2.4)

其中 k =
√
−2mE
~ ，由无穷远处波函数有限可得 B = F = 0，且由于 ψ(0−) =

ψ(0+) 得 A = F。

对薛定谔方程积分

− ~2

2m

∫ ϵ

−ϵ

d2ψ(x)

dx2
dx− α

∫ ϵ

−ϵ

δ(x)ψ(x)dx = E

∫ ϵ

−ϵ

ψ(x)dx (2.5)

− ~2

2m
[ψ′(ϵ)− ψ′(−ϵ)]− αψ(0) = E

∫ ϵ

−ϵ

ψ(x)dx (2.6)

令 ϵ→ 0，得到

− ~2

2m
[ψ′(0+)− ψ′(0−)] = αψ(0) (2.7)

带入之前求得的 x ̸= 0 时的波函数 (由连续性有 ψ(0) = A)，得

k =
mα

~2
(2.8)
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即

E = −mα
2

2~2
(2.9)

利用归一化求 A

|A|2
∫ 0

−∞
e2kxdx+ |A|2

∫ ∞

0

e−2kxdx = 1 (2.10)

|A|2 = k (2.11)

E > 0 散射态

写出薛定谔方程：

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
− αδ(x)ψ(x) = Eψ(x) (2.12)

在 x ̸= 0 且为散射态时化简为

ψ′′(x) = −k2ψ(x), k =

√
2mE

~
(2.13)

方程解为

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx x < 0 (2.14)

ψ(x) = Feikx +Ge−ikx x > 0 (2.15)

由于为散射态，需要给定粒子传播方向，假设粒子来自负无穷方向，则 G = 0，

这时波函数值的连续条件和其导数的跃变条件仍成立。

ψ(0+) = ψ(0−) → A+B = F (2.16)

ψ′(0+)− ψ′(0−) = −2mα

~2
ψ(0) → ik(F −A+B) = −2βF (2.17)

其中 β = mα
~2 。联立两式得

B =
−β

ik + β
A (2.18)

F =
ik

ik + β
(2.19)

透射系数

T =
|F |2

|A|2
=

k2

k2 + β2
=

1

1 + mα2

2~2E

(2.20)

此式说明任意 E > 0 的粒子都有一定概率穿过势垒/阱（注意这里势阱势垒仅
有符号区别，这和经典情况有巨大不同）。

若势垒有限高 (V0) 有限宽 (a)，则透射系数可近似为

T ∼ D0e
− 2

~

√
2m(V0−E)a (2.21)
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2.1 对称性

对于对称势场 V (−x) = V (x)，束缚态的宇称是确定的

奇 ψ(−x) = −ψ(x) (2.22)

偶 ψ(−x) = ψ(x) (2.23)

例如对对称无限深势阱，可以预先假定宇称进行求解，sin, cos 宇称各占一半本
征值。

例：对于势阱 V (x) = V0[δ(x+ a) + δ(x− a)], 求共振态能级。

3 力学量算符与表象变换

3.1 算符及运算规则

之前用到过的算符：

位置空间内 r̂ = r, p̂ = −i~∇r (3.1)

动量空间内 r̂ = i~∇p, p̂ = p (3.2)

3.1.1 希尔伯特空间 (Hilbert space) 及算符

Hilbert 空间：定义在某数域（通常为复数域）上完备的线性内积空间。
(1) 一般为无限维。
(2)ψ(r) 可以作为空间元素——矢量。
(3) 空间元素 ψ1(r), ψ2(r) 的内积定义∫ ∞

−∞
ψ∗
1(r)ψ2(r)dr (3.3)

(4) 空间具有完备性说明此空间存在一组正交归一基矢 ϕi(r)，使得任意波函数
可由这组基矢分解：

ψ(r) =
∑
i

ciϕi(r) (3.4)

其中 ∫ ∞

−∞
ϕ∗i (r)ϕj(r)dr = δij , ci =

∫ ∞

−∞
ϕ∗i (r)ψ(r)dr (3.5)

(5) 对 VH 中任意矢量 ψ(r)，若有关系

Âψ(r) = ψ′(r) ∈ VH (3.6)
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则称 Â 为 VH 中的算符。若对于 VH 中任意矢量 ψ(r) 有 Âψ(r) = B̂ψ(r)，则
Â = B̂.
(6) 大多数情况下 ÂB̂ ̸= B̂Â，定义算符对易式

[Â, B̂] := ÂB̂ − B̂Â (3.7)

若 [Â, B̂] = 0 称 Â, B̂ 对易。

[Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ (3.8)

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂ (3.9)

位置算符和能量算符的对易关系：

[x̂i, P̂j ] = i~δij (3.10)

角动量算符 L̂ = r̂ × p̂, 分量式有：

L̂x = yPz − zPy (3.11)

L̂y = zPx − xPz (3.12)

L̂z = xPy − yPx (3.13)

可得对易关系

[L̂i, L̂j ] = i~εijkL̂k (3.14)

阶梯算符：一维谐振子

参见 Part II 12.1

3.1.2 量子力学中的常见算符

(1) 线性算符
若 Â 满足

Â(c1ψ1 + c2ψ2) = c1Âψ1 + c2Âψ2 (3.15)

则称 Â 为线性算符。

(2) 逆算符
若线性算符 Â, B̂ 满足

Âψ = ψ′, B̂ψ′ = ψ (3.16)
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则称 Â, B̂ 互逆，记做

B̂ = Â−1, Â = B̂−1 (3.17)

(3) 厄米共轭算符∫ ∞

−∞
ψ∗
2(r)Âψ1(r)dr =

∫ ∞

−∞
[B̂ψ∗

2(r)]ψ1(r)dr (3.18)

称 Â, B̂ 互为对方的厄米共轭算符。

B̂ = Â†, Â = B̂† (3.19)

(4) 幺正算符
幺正算符 Û 满足

Û Û† = Û†Û = 1 (3.20)

(5) 厄米算符
若算符 Â 的厄米共轭算符等于其本身

Â† = Â (3.21)

则称 Â 为厄米算符。

基本性质：本征值均为实数；不同本征值的本征函数正交。(6) 算符的函数
通过傅里叶级数定义算符函数

F (Â) =

∞∑
n=0

Fn(0)

n!
Ân (3.22)

3.2 力学量用算符表示

(1) 力学量的期望值
⟨F̂ ⟩ =

∫ ∞

−∞
ψ∗(r)F̂ψ(r)dr (3.23)

(2) 力学量的取值
若力学量取确定值，由定义有 ⟨F ⟩ = λ, ⟨(∆F )2⟩ = 0，即

⟨(∆F )2⟩ =
∫
ψ∗(F̂ − ⟨F ⟩)2ψdσ

=

∫
[(F̂ − ⟨F ⟩)ψ]∗(F̂ − ⟨F ⟩)ψdσ

=

∫
|(F̂ − ⟨F ⟩)ψ|2dσ = 0

→ F̂ψ = λψ

(3.24)
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这说明力学量在其本征态时取确定值。

(3) 力学量在某一状态可能取值的几率分布
若系统态 ψ(r, t) 不是 F̂ 的本征态，我们可将其在 F̂ 的本征函数组成的基

底上展开。

ψ(r, t) =
∑
n

Cn(t)ϕn (3.25)

⟨F̂ ⟩ = ⟨ψ|F̂ |ψ⟩

=
∑
nn′

⟨ϕn′ |Cn′λnCn|ϕn⟩

=
∑
nn′

Cn′λnCnδnn′

=
∑
n

λn|Cn(t)|2

(3.26)

3.2.1 两个力学量的共同本征函数

(1) 两个力学量具有共同本征函数的充要条件是两力学量对易 [Â, B̂]。

必要条件极易证明，略去。

充分条件（对易 → 共同本征函数）: 设 [F̂ , Ĝ] = 0, F̂ ↔ ϕn

i.{ϕn} 无简并
[F̂ , Ĝ]ϕn = 0

F̂ Ĝϕn − ĜF̂ϕn = 0

F̂ (Ĝϕn) = λ(Ĝϕn)

Ĝϕn = φnϕn

(3.27)

ii.{ϕn}dn 重简并
F̂ ϕni = λnϕni i = 1, 2, 3, ...dn (3.28)

ψnj =

dn∑
i=1

Cijϕni Ĝψnj = giψnj (3.29)

dn∑
i=1

CijĜϕni = gi

dn∑
i=1

Cijϕni (3.30)

Gi′i =

∫
ϕ∗ni′Ĝϕnidσ, ∆i′i =

∫
ϕ∗n′iϕnidσ (3.31)∑

ii′

(Gi′i − gi∆i′i)Ci′i = 0 (3.32)

此式有非零解的条件是系数行列式为 0，这点由其为厄米算符保证。则 Ĝ 的本

征函数是 F̂ 本征函数的线性组合，即与其相同。
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3.2.2 几个基本的力学量算符

(1) 坐标算符
(2) 动量算符
详见 Part II 13.1

(3) 角动量算符
L̂ = r̂ × p̂ (3.33)

3.3 量子力学的矩阵形式及表象变换

F̂ → r̂
|ψ⟩ =

∫
|x⟩⟨x|ψ⟩dx =

∫
ψ(x′, t)δ(x− x′)dx (3.34)

F̂ → p̂
|ψ⟩ =

∫
|p⟩⟨p|ψ⟩dx =

∫
ϕ(p, t)

1√
2π~

eipx/~dp (3.35)

对一般表象 Ĝ, ϕk 有

|ψ⟩ =
∑
k

Dk(t)ϕk(x) (3.36)

(1) 量子态的矩阵表示
(2) 算符的矩阵表示
算符的定义

L̂ψ = ψ′ (3.37)

在 F̂ 表象下展开 ({ϕk})∑
n

an

∫
ϕ∗mL̂ϕndσ =

∑
n

bn

∫
ϕ∗mϕndσ (3.38)

bm =
∑
n

Lmnan (3.39)

其中

Lmn =

∫
ϕ∗mL̂ϕndσ (3.40)

(3) 表象变换
以 x, p 表象相互转换为例：

|ψ⟩ =
∫

|x⟩⟨x|ψ⟩dx =

∫
ψ(x′, t)δ(x− x′)dx (3.41)

|ψ⟩ =
∫

|p⟩⟨p|ψ⟩dx =

∫
ϕ(p, t)

1√
2π~

eipx/~dp (3.42)
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注意这即是态矢在具体表象中的表示。其中有

⟨x|ψ⟩ =
∫

⟨x|p⟩⟨p|ψ⟩dp (3.43)

⟨p|ψ⟩ =
∫

⟨p|x⟩⟨x|ψ⟩dx (3.44)

容易验证这实际上就是傅里叶变换。

(4) 算符在具体表象中的表示

i~
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩ (3.45)

i~
∂

∂t
⟨r|ψ⟩ =

∫
⟨r|Ĥ|r′⟩⟨r′|ψ⟩dr′ (3.46)

又有

⟨r|Ĥ|r′⟩ = H⟨r|r′⟩ = Hδ(r − r′) (3.47)

得到坐标表象下的薛定谔方程

i~
∂

∂t
ψ(r) = Hψ(r) (3.48)

求动量表象下的薛定谔方程过程类似，但需注意的是，此处

⟨p|Ĥ|p′⟩ = ⟨p| p2

2m
+ V (r)|p′⟩ = [

p2

2m
+ V (i~∇p)]δ(p − p′) (3.49)

3.4 粒子数空间 Fock 空间

把阶梯算符中的上升和下降算符重定义为产生和湮灭算符。把能量的“量子

“视为“粒子”。注意

a+a−ψn = a+
√
nψn−1 = nψn = N̂ψn (3.50)

我们称 N̂ = a+a− 为粒子数算符。该算符的本征函数即是谐振子的波函数

|n⟩ = (a+)
n

√
n!

|0⟩ (3.51)

且本征函数完备
∑

|n⟩⟨n| = 1。
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4 力学量随时间演化及对称性

4.1 力学量随时演化

力学量随时演化由薛定谔方程决定

i~
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩ (4.1)

力学量的期望值

⟨A⟩ = ⟨ψ(t)|Â|ψ(t)⟩ (4.2)

参见 Part II (13.18)，得到其对时间导数

d

dt
⟨A⟩ = i

~
⟨[Ĥ, Â]⟩+ ⟨∂Â

∂t
⟩ (4.3)

讨论（中略）

对于大多数不显含时间的算符，若其满足 [Â, Ĥ] = 0，则 Â 代表的物理量

称为守恒量，其对任意态的期望值随时不变。

(1) 若 Â = Ĥ，且 Ĥ 不含时，则 ⟨H⟩ 不变，此为量子力学中的能量守恒定律。
(2) 定态和守恒量
定态：|ψ(t)⟩ = e−iEt/~|ψ(0)⟩，此为哈密顿量的本征函数。
(a) 任取一个力学量 Â，展开对易式的期望值，可以发现 Â 的期望值也不随时

变化（注意不再需要和 Ĥ 对易了）。

d⟨A⟩
dt

=
1

i~
⟨ψ|ÂĤ|ψ⟩ − 1

i~
⟨ψ|ĤÂ|ψ⟩ = 0 (4.4)

(b)ck(t) = ⟨ψk|ψ(t)⟩ = e−iEt/~⟨ψk|ψ(0)⟩ = e−iEt/~ck(0)，故有

|ck(t)|2 = |ck(0)|2 (4.5)

Â 在各个本征态上的概率也不随时间变化。

4.2 对称性，守恒律与守恒量

对称性变换：

U |ψ⟩ = |ψ′⟩ (4.6)

i~
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩ → i~

∂

∂t
|ψ′⟩ = Ĥ ′|ψ′⟩ (4.7)

得到

Ĥ ′ = UĤU−1 (4.8)
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若变换具有对称性，即 Ĥ = Ĥ ′，则

[U, Ĥ] = 0 (4.9)

利用内积易证 U 幺正。

Noether 定理：取连续变换 U = e−iαF̂ ≈ 1− iαF̂ , α→ 0，F̂ 作为变换群的生

成元是一个守恒量。

4.3 时空对称性及其结论

4.3.1 时间均匀和能量守恒律

时间平移算符应满足

U |ψ(t)⟩ = |ψ(t− τ)⟩ (4.10)

令

|ψ(t− τ)⟩ = |ψ(t)⟩+ (−τ) ∂
∂t

|ψ(t)⟩+ ..... (4.11)

利用薛定谔方程有

(
∂

∂t
)n|ψ(t)⟩ = (

Ĥ

i~
)n|ψ(t)⟩ (4.12)

代入得到

|ψ(t− τ)⟩ = (1 +
iτ

~
Ĥ)|ψ(t)⟩+ .... (4.13)

时间变换为

U |ψ(t)⟩ = ei
Ĥτ
~ |ψ(t)⟩ (4.14)

Ĥ 作为生成元在时间均匀时守恒。

4.3.2 空间均匀性和动量守恒

空间平移算符

U(a)|ψ(r)⟩ = |ψ(r − a)⟩ = e−a·∇|ψ(r)⟩ = e−
i
~ a·p̂|ψ(r)⟩ (4.15)

p̂ 作为生成元在空间均匀时守恒。

4.3.3 空间各向同性和角动量守恒

空间旋转算符

U(δαen)|ψ(r)⟩ = |ψ(r − δρ)⟩ (4.16)
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且

δρ = (en × r)δα (4.17)

我们有

|ψ(r − δρ)⟩ =
∑ 1

n!
(δρ · ∇)n|ψ(r)⟩ (4.18)

其中

− δρ · ∇ = −δα(en × r) · ∇ = −δαen · (r ×∇) = − iδα
~

en × L̂ (4.19)

旋转变换为

U(δαen)|ψ(r)⟩ = e−
i
~ δαen·L̂|ψ(r)⟩ (4.20)

L̂ 作为生成元空间各向同性时守恒。

4.3.4 空间反射对称和宇称守恒

经典力学：r → −r,p → −p
量子力学：宇称算符 π 使得

πr̂π−1 = −r̂, πp̂π−1 = −p̂ (4.21)

r̂|ψ(r)⟩ = r|ψ(r)⟩ → −πr̂π−1|ψ(r)⟩ = r|ψ(r)⟩ → r̂[π−1|ψ(r)⟩] = −r[π−1|ψ(r)⟩]
(4.22)

由此得

π|r⟩ = | − r⟩, π2|r⟩ = |r⟩ (4.23)

π 幺正，厄米，本征值 ±1。

π =

∫ ∞

−∞
| − r⟩⟨r|dr =

∫ ∞

−∞
|r⟩⟨−r|dr (4.24)

故有

⟨r|π|ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
⟨r| − r′⟩⟨r′|ψ⟩dr = ψ(−r) (4.25)

若空间反射对称，算符与哈密顿量对易，则系统具有确定的宇称（例：对称一

维无限深势阱）

5 中心力场

中心力场 V = V (r) 的一般性质: 角动量守恒 [L̂, Ĥ] = 0

选择坐标表象，并取球坐标系 (r, θ, ϕ)，此时哈密顿量为

Ĥ = − ~
2m

∇2 + V (r) (5.1)
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其中

∇2 =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
) +

1

r2 sin θ
∂

∂θ
(sin θ ∂

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
(5.2)

分离角坐标的部分

− [
1

sin θ
∂

∂θ
(sin θ∂Y

θ
) +

1

sin2 θ

∂2Y

∂φ2
] = l(l + 1)Y (5.3)

此为 L̂ 的本征方程，解为球谐函数，由两个本征值 l,m 标记。

利用 ul(r) = rRl(r) 对径向方程化简

− ~2

2m

d2ul
dr2

+ [V (r) +
~2

2m

l(l + 1)

r2
]ul = Eul (5.4)

其中若 limr→0 r
2V (r) = 0，则 limr→0 ul = 0

5.1 自由粒子

自由粒子的径向方程

d2Rl

dr2
+

2

r

dRl

dr
+ [k2 − l(l + 1)

r2
]Rl = 0 (5.5)

其中 k =
√
2mE
~ ，此为球贝塞尔方程，通解

Rl(r) = Ajl(kr) +Bnl(kr) (5.6)

由于上节末尾的极限限制条件，通解 Neuman 函数项略去。
球贝塞尔方程的正交关系∫ ∞

0

jl(kr)jl(k
′r)r2dr =

π

2k2
δ(k − k′) → A =

√
2k2

π
(5.7)

当 r → ∞，jl(kr) → 1
kr sin(kr − lπ

2 )，是两个球面波的叠加。

5.1.1 利用球面波展开平面波

|k⟩ =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Clm|E, l,m⟩ E =
~2k2

2m
(5.8)

⟨r|k⟩ =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Clmjl(kr)Ylm(θ, φ) (5.9)

设平面波沿 z 方向传播

ψk(r) =
1

(2π)3/2
eikr cos θ (5.10)

表达式和 φ 无关，两次傅里叶展开求系数 Cl0

Cl =
il

2π

√
2(2l + 1) (5.11)
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5.2 球方势阱

径向方程在势阱内部与自由粒子相同，通解亦为

Rl(r) = Ajl(kr) k = k =

√
2mE

~
(5.12)

对于 l = 0，通解退化为

R0(r) = A
sin kr
r

(5.13)

带入边界条件 Rl(kr0) = 0 既得能量本征值。

对中心势场而言，一般能量对 m 简并，对 l 不简并。

5.3 原子轨道

5.3.1 类氢原子

V (r1 − r2) = V (|r1 − r2|) = − Ze2

4πε0

1

|r1 − r2|
(5.14)

利用质心坐标简化哈密顿量

Ĥ = − ~2

2m
∇2

R − ~2

2µ
∇2 − Ze2

4πε0

1

|r1 − r2|
(5.15)

其中 m = m1 +m2, µ = m1m2

m1+m2
，R 为质心坐标，r 为相对矢径。分解质心和

相对运动，前者为自由运动，略。后者形式

− [
~2

2µ
∇2 − Ze2

4πε0

1

|r| ]ψ = Eψ (5.16)

波尔半径

a0 =
4πε0~2

mee2
(5.17)

此方程的本征函数由三个本征值标记：n 主量子数，l 角量子数，m 磁量子数。

l = 0(s), 1(p), 2(d), 3(f), 4(g)...n− 1 (5.18)

6 带电粒子在电磁场中的运动

6.1 规范变换

经典力学中

Ĥ =
1

2m
(p − qA)2 + qΦ (6.1)
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p 为正则动量。
B = ∇× A,E = −∇Φ− ∂A

∂t
(6.2)

此时正则动量和机械动量 π = mdr
dt 有区别。由哈密顿正则方程可得机械动量为

π = p − qA (6.3)

在量子力学中，哈密顿量的对应形式为（坐标表象）：

Ĥ =
1

2m
(p̂ − qA)2 + qΦ (6.4)

在经典力学中，电磁场具有规范不变性：

A → A′ = A +∇χ(r, t) (6.5)

Φ → Φ′ = Φ− ∂

∂t
χ(r, t) (6.6)

量子力学中的对应为

Ĝ†r̂Ĝ = r̂ (6.7)

Ĝ†[p̂ − qA − q∇χ(r, t)]Ĝ = p̂ − qA (6.8)

其中

Ĝ = eiqχ(r,t)/~ (6.9)

第二式只有算符一项需要考虑，因为函数项具有交换律，可以直接交换消去。

e−iqχ(r,t)/~p̂eiqχ(r,t)/~

=p̂ + e−iqχ(r,t)/~[p̂, eiqχ(r,t)/~]

=p̂ + q∇χ(r, t)

(6.10)

得证。同理亦可证运动方程（薛定谔方程）也在变换下不变。

由于电磁场具有规范不变，则我们选取库伦规范 ∇ · A = 0 使得 [p̂,A] = 0，得

到此时哈密顿量

Ĥ =
1

2m
p̂2 − q

m
A · p̂ +

q2

2m
A2 + qΦ (6.11)

注意此时 A 是算符的函数。

6.2 原子的塞曼效应

电子的哈密顿量为

Ĥ =
1

2me
(p + eA)2 − eΦ+ V (r) (6.12)
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设矢势 A = 1
2B × r，则哈密顿量为 (见上节末尾形式）

Ĥ = Ĥ0 +
e

2me
B · (r × p) + e2

8me
(B × r)2 (6.13)

其中 Ĥ0 = 1
2m p̂2 + V (r)。若外加磁场很强，则第三项比第二项小很多，可以略

去。设轨道磁矩 µL = − e
2me

L̂ = −µB

~ L̂，其中 µB = e~
2me
称为 Bohr 磁子，哈

密顿量变为

Ĥ = Ĥ0 − B · µL (6.14)

设磁场沿 Z 方向，L̂2, Lz 仍是守恒量，但哈密顿量和 Lz 对应的 m 有关，故

能级不简并，发生劈裂。

Enlm = Enl0 +mµBB (6.15)

6.3 粒子在恒定均匀磁场和电场中的运动

设

B = (0, 0, B),E = (0, ϵ, 0) (6.16)

由此得电磁场矢势标势

A = (−By, 0, 0), ϕ = −E · y (6.17)

此时哈密顿量为

Ĥ =
1

2m
[(p̂2x + qBy) + p̂2y + p̂2z]− qϵy

=
1

2m
[p̂2x + p̂2z] +

1

2m
[p̂2y + 2qByp̂x + q2B2y2]− qϵy

=
1

2m
[p̂2x + p̂2z] +

p̂2y
2m

+
q2B2

2m
(y − ŷ0)

2 − q2B2

2m
ŷ20

(6.18)

其中 ŷ0 = − p̂x

qB + mϵ
qB2

由于 [p̂x, Ĥ] = [p̂z, Ĥ] = 0，将 x 和 z 部分分离。

ψ(x, y, z) = νϕ(y)ei(pxx+pzz)/~ (6.19)

带入薛定谔方程

[
1

2m
[p̂2x+p̂

2
z]+

p̂2y
2m

+
q2B2

2m
(y−ŷ0)2−

q2B2

2m
ŷ20 ]νϕ(y)e

i(pxx+pzz)/~ = Eνϕ(y)ei(pxx+pzz)/~

(6.20)

[
p̂2y
2m

+
q2B2

2m
(y − ŷ0)

2]ϕ(y) = [E − 1

2m
(p2x + p2z) +

q2B2

2m
y20 ]ϕ(y) (6.21)

18



这实际上是一个谐振子，解

ψ(x, y, z) = νeα
2(y−y0)

2

Hn[α(y − y0)]e
i(pxx+pzz)/~ (6.22)

En = (n+
1

2
)~ω0 +

1

2m
(p2x + p2z)−

q2B2

2m
y20 (6.23)

其中 ω0 = q|B|
m , 若 ϵ = 0，有

En = (n+
1

2
)~ω0 +

1

2m
p2z (6.24)

6.3.1 朗道能级

箱归一化系统对 kx 的限制为

kx =
px
~

=
2πn

L
(6.25)

δy0 =
δpx
qB

=
2π~
qBL

=
h

qBL
(6.26)

故能级的简并度为

D =
L

δy0
=
qBL2

h
=

Φ

h/q
=

Φ

ϕ0
(6.27)

7 自旋

7.1 自旋的由来

斯特恩 -格拉赫实验
自旋:S,SZ 有两个取值

1
2 ,−

1
2 (SU(2)2 表示)

7.2 电子自旋的态矢量

二维希尔伯特空间，设

| ↑⟩ =

(
1

0

)
, | ↓⟩ =

(
0

1

)
(7.1)

此为 Ŝz 的两个本征矢，则有

Ŝz =

(
⟨↑ |Sz| ↑⟩ ⟨↑ |Sz| ↓⟩
⟨↓ |Sz| ↑⟩ ⟨↓ |Sz| ↓⟩

)
=

~
2

(
1 0

0 −1

)
(7.2)
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定义

L̂+ = L̂x + iL̂y (7.3)

L̂− = L̂x − iL̂y (7.4)

容易验证

L̂±|l,m⟩ = Cl,m±1|l,m± 1⟩ (7.5)

⟨l,m|L̂−L̂+|l,m⟩ = ⟨l,m+ 1|C∗
l,m+1Cl,m+1|l,m+ 1⟩ = |Cl,m+1|2 (7.6)

由

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z = L̂−L̂+ + ~L̂z + L̂2

z (7.7)

故

L̂±|l,m⟩ = Cl,m±1|l,m± 1⟩, Cl,m±1 =
√
l(l + 1)−m(m± 1)~ (7.8)

得

Ŝ+| ↓⟩ = ~| ↑⟩ (7.9)

Ŝ−| ↑⟩ = ~| ↓⟩ (7.10)

又有

Ŝx = 1
2 (Ŝ+ + Ŝ−) (7.11)

Ŝy = 1
2i (Ŝ+ − Ŝ−) (7.12)

可得 Ŝx, Ŝy 的具体形式

Ŝx =
~
2

(
0 1

1 0

)
, Ŝy =

~
2

(
0 −i
i 0

)
(7.13)

令

S =
~
2
σ (7.14)

其中 σ 称为泡利矩阵。

7.3 角动量的耦合

设两角动量 J1,J2，满足

[Jα
r , J

β
r ] = i~ϵαβγJγ

r (7.15)

J2
r |jr,mr⟩ = jr(jr + 1)~2|jr,mr⟩ (7.16)
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Jz
r |jr,mr⟩ = mr~|jr,mr⟩ (7.17)

[Jα
1 , J

β
2 ] = 0 (7.18)

则其具有共同本征函数

|j1,m1⟩|j2,m2⟩ = |j1,m1, j2,m2⟩ (7.19)

此被称为非耦合表象。

现设 J = J1 + J2, 其满足

[Jα, Jβ ] = i~ϵαβγJγ (7.20)

J2, Jz 相互对易，组成共同本征函数，容易验证

[J2, J2
r ] = 0, [Jz, J

2
r ] = 0 (7.21)

则 J2
1 , J

2
2 也可以作为共同本征态的量子数。

设新共同本征态态矢为 |j1, j2, j,m⟩，对应物理量（算符）为 J2
1 , J

2
2 , J

2, Jz。

J2|j1, j2, j,m⟩ = j(j + 1)~2|j1, j2, j,m⟩ (7.22)

Jz|j1, j2, j,m⟩ = m~|j1, j2, j,m⟩ (7.23)

J2
r |j1, j2, j,m⟩ = jr(jr + 1)~2|j1, j2, j,m⟩ (7.24)

此被称为耦合表象。

现在用非耦合表象 |j1,m1, j2,m2⟩ 来展开耦合表象 |j1, j2, j,m⟩

|j1, j2, j,m⟩ =
∑
m1

∑
m2

|j1,m1, j2,m2⟩⟨j1,m1, j2,m2|j1, j2, j,m⟩ (7.25)

右边内积项为展开系数 Cj1,j2,j,m,m1,m2
。称为 C-G 系数。

由于 Jz = Jz
1 + Jz

2，将此式作用在 (7.25) 两边，可得

m~|j1, j2, j,m⟩ =
∑
m1

∑
m2

(m1 +m2)~|j1,m1, j2,m2⟩⟨j1,m1, j2,m2|j1, j2, j,m⟩

(7.26)
将左边再次展开，带着 m~ 移项到右边∑

m1

∑
m2

(m1 +m2 −m)~|j1,m1, j2,m2⟩Cj1,j2,j,m,m1,m2 = 0 (7.27)

由此得

m = m1 +m2 (7.28)
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虽然 m 的最大值 (j) 是 j1 + j2，但由于其只可能有 2j + 1 个可能值，故其最

小取值不为 −j1 − j2, 考虑整个希尔伯特空间维数

(2j1 + 1)(2j2 + 1) =

j1+j2∑
jmin

(2j + 1) (7.29)

可得

jmin = |j1 − j2| (7.30)

7.4 电子自旋的单态和三重态

两个电子的自旋为

S1 =
1

2
, S2 =

1

2
(7.31)

耦合后

S = 0,m = 0 S = 1,m = −1, 0, 1 (7.32)

共有四个态（分别称为自旋单态和三重态）

|0, 0⟩, |1, 1⟩, |1, 0⟩, |1,−1⟩ (7.33)

非耦合表象下两电子也有四个态

| ↑⟩| ↑⟩, | ↑⟩| ↓⟩, | ↓⟩| ↑⟩, | ↓⟩| ↓⟩ (7.34)

现考察非耦合表象在 S2, Sz 作用下的结果。

S2| ↑↑⟩ = (S1 +S2)
2| ↑↑⟩ = (S2

1 +S2
2 +S+

1 S
−
2 +S−

1 S
+
2 +2Sz

1S
z
2 )| ↑↑⟩ = 2~2| ↑↑⟩

(7.35)
Sz| ↑↑⟩ = (Sz

1 + Sz
2 )| ↑⟩| ↑⟩ = ~| ↑↑⟩ (7.36)

由此可见

| ↑↑⟩ = |1, 1⟩, | ↓↓⟩ = |1,−1⟩ (7.37)

同理可有

S2 1√
2
[| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩] = 2~2

1√
2
[| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩] (7.38)

Sz
1√
2
[| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩] = 0 (7.39)

即
1√
2
[| ↑↓⟩+ | ↓↑⟩] = |1, 0⟩ (7.40)
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而

S2 1√
2
[| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩] = 0 (7.41)

Sz
1√
2
[| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩] = 0 (7.42)

即
1√
2
[| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩] = |0, 0⟩ (7.43)

例：一体系具有两个自旋为 1
2 的非全同粒子，其间距离固定，两粒子之间

的相互作用为 cS1 · S2。设 t = 0 时，粒子 1 的自旋沿 z 轴正方向，粒子 2 自
旋沿 z 轴负方向

(1) 求 t 时刻以后，测量粒子 1 的自旋沿 z 轴正方向的几率。

(2) 求 t 时刻以后，测量粒子 1 和粒子 2 自旋均沿 z 轴正方向的几率。

解:本题共有 4 自由度。
(a) 取耦合表象 S2, Sz, 本征基矢为 |1, 1⟩, |1, 0⟩, |1,−1⟩, |0, 0⟩。

i~
∂

∂t
ψ = Ĥψ (7.44)

Ĥ = cS1 · S2 =
c

2
[S2 − S2

1 − S2
2 ] (7.45)

由此得 Ĥ 在耦合表象下的矩阵表示。

Ĥ =
~2

4


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −3

 (7.46)

薛定谔方程变为

i~
d

dt


c11

c10

c1−1

c00

 =
c~2

4


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −3



c11

c10

c1−1

c00

 (7.47)

根据初态

|ψ(0)⟩ = | ↑↓⟩ = 1√
2
[|10⟩+ |00⟩] = 1√

2


0

1

0

1

 (7.48)
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可解。

(b) 非耦合表象，基矢 | ↑⟩| ↑⟩, | ↑⟩| ↓⟩, | ↓⟩| ↑⟩, | ↓⟩| ↓⟩，此可直积将空间扩
展为四维。

初态有

|ψ(0)⟩ =

(
1

0

)
⊗

(
0

1

)
=


0

1

0

0

 (7.49)

S1 · S2 = Si
1S

i
2 =


1 0 0 0

0 −1 2 0

0 2 −1 0

0 0 0 1

 (7.50)

带入薛定谔方程得到微分方程组

i~
da

dt
= −λa (7.51)

i~
db

dt
= −λ[b− 2c] (7.52)

i~
dc

dt
= −λ[c− 2b] (7.53)

i~
dd

dt
= −λd (7.54)

其中 λ = − c~
4 。由此可解 abcd（或者之前对哈密顿量对角化亦可，结果相同），

得到 |ψ(t)⟩

例 2：设两电子自旋态 χ(1)ξ(1)，χ(1) =

(
1

0

)
，ξ(2) =

(
cos θ

2e
−iϕ

2

sin θ
2e

iϕ
2

)
，求

S = 0，三重态 S = 1 的几率。

解：

ξ(2) = cos θ
2
e−iϕ

2 | ↑⟩+ sin θ
2
ei

ϕ
2 | ↓⟩ (7.55)

χ(1)ξ(2) = cos θ
2
e−iϕ

2 | ↑↑⟩+ sin θ
2
ei

ϕ
2 | ↑↓⟩ (7.56)

做内积求模即可。

7.5 全同粒子与泡利不相容原理

全同粒子：固有属性完全相同的粒子

不可区分性：波函数应该具有交换模不变性

|ψ(r1, r2,ms1,ms2)|2dV1dV2 = |ψ(r2, r1,ms2,ms1)|2dV1dV2 (7.57)
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ψ(r1, r2,ms1,ms2) = ψ(r2, r1,ms2,ms1)e
iδ = ψ(r1, r2,ms1,ms2)e

2iδ (7.58)

故 e2iδ = 1, eiδ = ±1，取正号是玻色子，取负号是费米子。

对于多个粒子，波函数分别为全对称和全反称的。

两个电子：自旋和轨道自由度不耦合 S · L

ψ(r1, r2,ms1,ms2) = ϕ(r1, r2)χ(ms1,ms2) (7.59)

由于自旋四个态中只有单态才是反对称的，故若轨道部分对称，则电子必处在

单态上，自旋相反。此即为泡利不相容原理。

例：两个质量为 m，自旋为 1
2 的全同费米子，同处于宽度为 a 的无限深势阱

中，略去电子相互作用，求基态本征波函数和能量本征值。

单粒子的能量本征波函数为

ϕn(x) =

√
2

a
sin nπx

a
, 0 < x < a, E =

n2π2~2

2ma2
(7.60)

波函数反对称

Ψ = ψs(x1, x2)χ(s1, s2) (7.61)

由于要求基态，故能量需要最低，而这说明波函数均取 n = 1，两电子处于自

旋单态（泡利不相容）。

最后结果

Ψ = ϕ1(x1)ϕ2(x2)χ00, E11 =
n2π2~2

ma2
(7.62)

8 非含时微扰

Ĥψ = Eψ (8.1)

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ (8.2)

其中 Ĥ ′ 的作用应小于 Ĥ0，而 Ĥ0 是可解的。

8.1 非简并微扰论

Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′ (8.3)

ψ = ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + ... (8.4)

E = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ... (8.5)
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带入定态薛定谔方程

(Ĥ0+λĤ
′)(ψ(0)

n +λψ(1)
n +λ2ψ(2)

n +...) = (E(0)
n +λE(1)

n +λ2E(2)
n +...)(ψ(0)

n +λψ(1)
n +λ2ψ(2)

n +...)

(8.6)
其中带 λ 项的为

Ĥ0ψ
(1)
n + Ĥ ′ψ(0)

n = E(0)
n ψ(1)

n + E(1)
n ψ(0)

n (8.7)

⟨ψ(0)
m |Ĥ0|ψ(1)

n ⟩+ ⟨ψ(0)
m |Ĥ ′|ψ(0)

n ⟩ = E(0)
n ⟨ψ(0)

m |ψ(1)
n ⟩+ E(1)

n ⟨ψ(0)
m |ψ(0)

n ⟩ (8.8)

E(1)
m = ⟨ψ(0)

m |Ĥ ′|ψ(0)
m ⟩ (8.9)

(Ĥ0 − E(0)
n )ψ(1)

n = −(Ĥ ′ − E(1)
n )ψ(0)

n (8.10)

我们考虑把 1 阶修正用 0 阶波函数表示

ψ(1)
n =

∑
m ̸=n

C(n)
m ψ(0)

m (8.11)

代入前式 ∑
m ̸=n

C(n)
m (E(0)

m − E(0)
n )|ψ(0)

m ⟩ = −(Ĥ ′ − E(1)
n )|ψ(0)

n ⟩ (8.12)

两边乘左矢 ⟨ψ(0)
l | 做内积∑

m ̸=n

C(n)
m (E(0)

m − E(0)
n )δlm = −⟨ψ(0)

l |Ĥ ′|ψ(0)
n ⟩+ E

(1)
l δln (8.13)

C
(n)
l (E

(0)
l − E(0)

n ) = −⟨ψ(0)
l |Ĥ ′|ψ(0)

n ⟩ (8.14)

故最后为

|ψ1
n⟩ =

∑
n̸=m

H ′
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

|ψ0
m⟩ (8.15)

原式带 λ2 的项为

Ĥ0|ψ2
n⟩+ Ĥ ′|ψ0

n⟩ = E0
n|ψ2

n⟩+ E1
n|ψ1

n⟩+ E2
n|ψ0

n⟩ (8.16)

乘左矢 ⟨ψ0
m|

E2
m =

∑
l ̸=m

⟨ψ0
m|Ĥ ′|ψ0

l ⟩⟨ψ0
l |Ĥ ′|ψ0

m⟩
E0

m − E0
l

=
∑
l ̸=m

|⟨ψ0
m|Ĥ ′|ψ0

l ⟩|2

E0
m − E0

l

(8.17)

故最后得到能量的二阶修正结果

En = E0
n +H ′

nn +
∑
m ̸=n

|⟨ψ0
m|Ĥ ′|ψ0

n⟩|2

E0
n − E0

m

(8.18)
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例 1：设一维简谐振子哈密顿量修正为

Ĥ =
p2x
2m

+
1

2
mω2(1 + ε)x2 (8.19)

求基态的波函数和能量修正。

解：关键是求矩阵元

⟨ψ0
m|Ĥ ′|ψ0

0⟩ (8.20)

其中左右矢均为能量本征态。

E0
n = (n+

1

2
)~ω (8.21)

Ĥ ′ =
ε~ω
4

(Â†2 + Â2 + ÂÂ† + Â†Â) (8.22)

⟨ψ0
m|Ĥ ′|ψ0

0⟩ =
ε~ω
4

⟨ψ0
m|Â†2 + Â2 + ÂÂ† + Â†Â|ψ0

0⟩ (8.23)

得到

H ′
m0 =

ε~ω
4

[
√
2δm2 + δm0] (8.24)

|ψ0⟩ = |ψ0
0⟩+

ε~ω
4

√
2

1
2~ω − (2 + 1

2 )~ω
|ψ0

2⟩ = |ψ0
0⟩ −

ε

4
√
2
|ψ0

2⟩ (8.25)

E0 =
1

2
~ω +

ε~ω
4

− ε2~ω
16

(8.26)

例 2: 设哈密顿量在能量表象下的矩阵表示为(
E1 b

b E2 + a

)
(8.27)

(1) 求能量的二级修正
解:

Ĥ0 =

(
E1 0

0 E2 + a

)
Ĥ ′ =

(
0 b

b 0

)
(8.28)

设 |1⟩, |2⟩ 为 Ĥ0 的两个本征矢量。

一级修正

E1
i = ⟨i|Ĥ ′|i⟩ = 0 (8.29)

⟨2|Ĥ ′|1⟩ = b = (⟨1|Ĥ ′|2⟩)∗ (8.30)

得

E2
1 =

|H ′
12|2

E1 − (E2 + a)
(8.31)
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8.2 简并微扰论

若 n 个能级有 fn 重简并

依旧设

Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′ (8.32)

ψ = ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + ... (8.33)

E = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ... (8.34)

仿照上节可得含 λ 的项

Ĥ0ψ
(1)
n + Ĥ ′ψ(0)

n = E(0)
n ψ(1)

n + E(1)
n ψ(0)

n (8.35)

令

ψ0
n =

fn∑
ν=1

aνψ
0
nν =

fn∑
ν

aνψ
0
ν (8.36)

由于这些态是能量简并的，故线性叠加后得到的态依旧是相同能量的本征态

（第二个等号是省略了对应能量的指标）。

左乘 ⟨ψ0
nµ|，消去两边的第一项

⟨ψ0
µ|Ĥ ′|ψ0

n⟩ = E1
n⟨ψ0

µ|ψ0
n⟩ (8.37)

带入叠加式
fn∑
ν

aν⟨ψ0
µ|Ĥ ′|ψ0

ν⟩ =
fn∑
ν

E1
naν⟨ψ0

µ|ψ0
ν⟩ (8.38)

这样原方程变为一个方程组

fn∑
ν

(H ′
µν − E1

nδµν)aν = 0 (8.39)

此方程有非平庸解的条件是行列式为 0

det |H ′
µν − E1

nδµν | = 0 (8.40)

由此解出 fn 个能量微扰解 E1
n

例 2: 一个做一维运动的自由粒子，波函数满足 L(足够大) 的周期边界条
件。

(1) 求自由运动的能量本征波函数，并讨论简并。
(2) 若施加微扰 v(x) = ε cos qx, q = 2πN

L (N 是给定的大正整数)，设此时
kn = q

2 求一级近似能量和微扰后的零级近似波函数 (求8.36式)。
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解：

(1) 的解为平面波

ψ(x) = cei±knx, kn =
2nπ

L
, n = 1, 2, ... (8.41)

对应能量如下，每个能级均为 2 重简并。

En =
2π2~2n2

mL2
(8.42)

(2) 此时设 µ→ kn, ν → −kn

H ′
11 = ⟨ψ+

n |ε cos qx|ψ+
n ⟩ =

∫ L

0

dx|c|2e−iknxε cos 2knxeiknx (8.43)

其中 c 可求得为 1√
L
得

H ′
11 = 0 (8.44)

同理 H ′
22 = 0

H ′
12 = H ′

21 =
ε

2
(8.45)

对应矩阵方程 (
0 ε

2
ε
2 0

)(
a1

a2

)
= E1

n

(
a1

a2

)
(8.46)

解得 E1
n = ± ε

2，则简并能级发生劈裂

E±
n =

~2k2n
2m

± ε

2
(8.47)

E1
n = ± ε

2 对应的零级波函数修正为

ψ±
n (x) =

1√
2
[eiknx ∓ e−iknx] (8.48)

9 变分法

变分法的原理: 猜测波函数形式 ψ(λi)，带入 ⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ 则只需要通过求最小值就
能找到基态，但波函数并不好猜。

例：计算在 x 方向施加一电场 ϵ 对做一维简谐振动的带电 −e 粒子基态能量修
正

解：

Ĥ = − ~2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 + eϵx (9.1)
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令 x =
√

~
mω ξ, b = eϵ

√
~

mω

Ĥ =
~ω
2
(ξ2 − d2

dξ2
) + bξ (9.2)

原基态波函数为

ψ0(ξ) = c0e
− ξ2

2 (9.3)

现修正为

ψ(ξ, λ) = c(λ)e−
ξ2

2 e−λξ = cλe−
1
2 (ξ+λ)2e

λ2

2 (9.4)

注意此时依旧要满足归一化条件
∫∞
−∞ |ψ(ξ, λ)|2dx = 1，得到

c(λ) =

√
mω

π~
e−λ2

(9.5)

⟨ψ|Ĥ0|ψ⟩ = c2(λ)

∫ ∞

−∞
e−

1
2 (ξ+λ)2e

λ2

2
~ω
2
(ξ2 − d2

dξ2
)e−

1
2 (ξ+λ)2e

λ2

2 =
~ω
2
(1 + λ2)

(9.6)
⟨ψ|Ĥ ′|ψ⟩ = −bλ (9.7)

带入极小值条件
∂⟨ψ|Ĥ|ψ⟩

∂λ
= 0 → λ =

b

~ω
(9.8)

得到最后基态能量修正

⟨ψ|Ĥ|ψ⟩min =
~ω
2

− e2ϵ2

2mω2
(9.9)

10 量子跃迁

量子态随时间的演化

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ (10.1)

10.1 不含时哈密顿量

ψ(t) = e−i Ĥ
~ tψ(0) ≡ Û(t)ψ(0) (10.2)

若初态是 Ĥ 的本征态 ψk 或为本征态的叠加
∑

k akψk，则问题已解决

ψ(t) = e−i
Ek
~ tψk (10.3)

ψ(t) =
∑
k

akψke
−i

Ek
~ t (10.4)
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10.2 量子跃迁几率 -含时微扰论

Ĥ(t) = Ĥ0 + Ĥ ′(t) (10.5)

Ĥ ′(t) =

{
H ′ t < t0

0 t > t0

此时本征态为 {e−i
Ek
~ tψ0}。设 t = t0，体系处在 Ĥ0 的本征态 ψk

ψ(t) =
∑
n

cnk(t)e
−iEn

~ tψn (10.6)

任意 t 时刻取 En 的几率为 |cnk(t)|2 = Pnk(t)。

定义跃迁速率

wnk(t) =
d

dt
Pnk(t) =

d

dt
|cnk(t)|2 (10.7)

这个量可以用来比较不同微扰对系统影响的大小。

现在来求 ψ(t) 的具体形式，其需满足含时薛定谔方程

i~
∑
n

∂cnk(t)

∂t
e−iEn

~ tψn+i~
∑
n

cnk(t)(−i
En

~
)e−iEn

~ tψn =
∑
n

cnk(t)e
−iEn

~ tEnψn+
∑
n

cnk(t)e
−iEn

~ tĤ ′ψn

(10.8)
左乘 ⟨ψm|

i~
∂cmk(t)

∂t
e−iEm

~ t =
∑
n

cnk(t)e
−iEn

~ t⟨ψm|Ĥ ′|ψn⟩ (10.9)

∂cmk(t)

∂t
=

1

i~
∑
n

cnk(t)e
iωmntH ′

mn, ωmn = (Em − En)/~ (10.10)

设 t0 = 0，零级项有 Ĥ ′ = 0，故 cmk(t) = cmk(0) = δmk，将零级项带入上式

就可求得一级近似

∂c1mk(t)

∂t
=

1

i~
∑
n

δnke
iωmntH ′

mn =
1

i~
eiωmktH ′

mk (10.11)

c1mk(t) =
1

i~

∫ T

0

eiωmktH ′
mkdt (10.12)

则

cmk(t) = δmk + c1mk(t) (10.13)

若 m ̸= k，则跃迁几率为

Pmk(t) =
1

~2
|
∫ T

0

eiωmktH ′
mkdt|2 (10.14)
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10.3 常微扰

Ĥ ′(t) =

{
H ′ 0 < t < T

0 t > T

c1mk(t) =
1

i~

∫ T

0

eiωmktH ′
mkdt =

H ′
mk

~ωmk
[1− eiωmkT ] (10.15)

Pmk(t) =
|H ′

mk|2

~2ω2
mk

|1− eiωmkT |2 =
|H ′

mk|2

~2
sin2(ωmkT/2)

(ωmk/2)2
(10.16)

若 ωmkT >> 1, 有 limα→∞
sin2 αx

x2 = παδ(x)

Pmk(T ) =
2πT

~2
|H ′

mk|2δ(ωmk) (10.17)

wmk(T ) =
2π

~
|H ′

mk|2δ(Em − Ek) (10.18)

若态 Em 为连续谱，则有 ρ(Em) 为态密度

w =

∫
dEmρ(Em)

2π

~
|H ′

mk|2δ(Em − Ek) =
2π

~
|H ′

mk|2ρ(Em) (10.19)

例：一个质量为 m 的粒子，被限制在一个宽度 a 的无限深势阱中。t = 0

时，粒子的波函数为

ψ(x, 0) =

√
8

5a
(1 + cos πx

a
) sin πx

a
(10.20)

(1) 求 ψ(x, t0)

(2) 求体系在 t = 0, t = t0 时的平均能量

解：

ψ(t) =
∑
n

ane
−iEn

~ tψn (10.21)

(1) 本征函数族为

ψn(x) =

√
2

a
sin nπx

a
(10.22)

ψ(x, 0) =

√
8

5a
(1 + cos πx

a
) sin πx

a
=

√
8

5a
sin πx

a
+

√
2

5a
sin 2πx

a
(10.23)

得

ψ(x, t) =

√
8

5a
sin πx

a
e−i

E1
~ t+

√
2

5a
sin 2πx

a
e−i

E2
~ t =

√
4

5
ψ1e

−i
E1
~ t+

√
1

5
ψ2e

−i
E2
~ t

(10.24)
(2) 略
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10.4 周期性微扰

Ĥ ′(t) =

{
ŵ cosωt 0 < t < T

0 t < 0

c1mk(t) =
1

i~

∫ T

0

ŵ
1

2
(eiωt + e−iωt)eiωmktdt =

H ′
mk

~ωmk
[1− eiωmkT ] (10.25)

c1mk(t) = −wmk

2~
[
ei(ωmk+ω)t − 1

ωmk + ω
+
ei(ωmk−ω)t − 1

ωmk − ω
] (10.26)

(1)ω = −ωmk，受激辐射

Pmk(T ) =
2πT

~
|wmk|2δ(Em − Ek + ~ω) (10.27)

(2)ω = ωmk，吸收

Pmk(T ) =
2πT

~
|wmk|2δ(Em − Ek − ~ω) (10.28)

例：电场对电子的微扰哈密顿量可写为

H ′ = −eϕ = −e(−E · r) = −D · E0 cos(ωt− k · r) (10.29)

其中 D = −er，由于原子尺寸很小，k · r 可忽略不计。

H ′ = −D · E0 cos(ωt) (10.30)

可见 w = −D · E0

wmk =
π

2~2
|Dmk|2E2

0 cos2 θδ(ωmk − ω) (10.31)

求角度项的平均值得

wmk =
π

6~2
|Dmk|2E2

0δ(ωmk − ω) (10.32)

∫
wmkdω =

π

6~2
|Dmk|2E2

0 =
4π2e2

3~2
|rmk|2I(ωmk), I(ω) =

E2
0

8π
(10.33)

rmk = ⟨m|r|k⟩ (10.34)
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10.5 爱因斯坦的 (唯象) 自发辐射理论

吸收

wmk = BmkI(ωmk) (10.35)

受激辐射

wkm = BkmI(ωmk), Bkm = Bmk (10.36)

由玻尔兹曼分布
nk
nm

= e(Em−Ek)/kBT (10.37)

若 Em > Ek，则 nk > nm，导致受激辐射和吸收过程不能实现平衡，需要加入

自发辐射项 Akm

nkBmkI(ωmk) = nm[BkmI(ωmk) +Akm] (10.38)

I(ωmk) =
Akm

Bkm

1

e~ωmk/kBT − 1
(10.39)

例：将一基态氢原子置于 z 方向的均匀磁场中。
(1) 计算其能级的分裂
(2) 在 z 方向额外增加磁场 B′ = A cosωt，是否能使氢原子从一个能级跃

迁到另一个能级？

(3) 在 x 方向施加磁场 B′ = A cosωt，能否使其发生能级跃迁？若能，求
磁场变化的频率。

解：

令 Ĥ0 为氢原子原来的哈密顿量，Ĥ
′ = −µ · B 为加磁场后的微扰哈密顿量

Ĥ ′ = −µ · B =
e

2µ
(L + 2S) · B =

eB

2µ
(Lz + 2Sz) (10.40)

氢原子的基态是二重简并的（对自旋向上向下下取值简并），求 H ′ 在这个二重

简并子空间中的矩阵元

⟨100,±~
2
|H ′|100,±~

2
⟩ = eB

2µ
⟨100,±~

2
|Lz + 2Sz|100,±

~
2
⟩ (10.41)

此为对角矩阵，由此可求得能级的分裂。

E = E0 ± ~ωL, ωL =
eB

2µ
(10.42)

(2)
Ĥ ′ =

eA

2µ
(Lz + 2Sz) cosωt ≡ ŵ cosωt (10.43)
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wkk′ =
π

2~2
|wkk′ |2δ(ωkk′ − ω) (10.44)

求右边涉及的矩阵元

wkk′ = ⟨100,±~
2
|H ′|100,±~

2
⟩ = 0, k ̸= k′ (10.45)

(3)
Ĥ ′ =

eA

2µ
(Lx + 2Sx) cosωt ≡ ŵ cosωt (10.46)

wkk′ = ⟨100,±~
2
|H ′|100,±~

2
⟩ = eA~

2µ
, k ̸= k′ (10.47)

故可以发生跃迁，对应频率为

ω ~
2 ,−

~
2
= ω− ~

2 ,
~
2
=
eB

µ
(10.48)

11 散射

11.1 散射现象的一般描述

（经典）微分散射截面

σ(θ, ϕ) =
dn

jidΩ
(11.1)

（经典）总散射截面

σ = σ(θ, ϕ)dΩ (11.2)

量子力学描述

弹性散射（两体问题）：对于两体问题，我们可以仿照中心力场中的处理，转化

为 V (r) 势场中运动的单个粒子问题。

[− ~2

2µ
∇2 + V (r)]ψk(r) = Ekψk(r) p = ~k, Ek =

~2k2

2µ
(11.3)

此问题的关键在于散射的边界条件

r → ∞ ψk(r) → ψs → eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r
(11.4)

量子力学中粒子流的定义

ji = − i~
2µ

(ψ∗
i

∂ψi

∂z
− ψi

∂ψ∗
i

∂z
) =

~k
µ

(11.5)

此时已经带入入射粒子为平面波的条件 ψi = eikz，考虑到散射后到无穷远的

波，应有

js = − i~
2µ

(ψ∗
s

∂ψs

∂z
− ψs

∂ψ∗
s

∂z
) =

~k
µ

|f(θ, ϕ)|2

r2
(11.6)
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又有

ds = r2dΩ, dn = jsds =
~k
µ
|f(θ, ϕ)|2dΩ (11.7)

带入微分散射截面的公式

σ(θ, ϕ) =
dn

jidΩ
= |f(θ, ϕ)|2 (11.8)

11.2 分波法

用于处理中心势场中散射的普遍方法。利用 Ĥ, L̂2, L̂z 完备基展开波函数

ψk(r) = Rkl(r)Yl,m(θ, ϕ) (11.9)

径向部分满足的函数

[
1

r

d2

dr2
r + k2 − l(l + 1)

r2
− 2µ

~2
V (r)]Rkl(r) = 0 (11.10)

由于势场中心对称，取 m = 0，则总波函数可写为

ψk(r, θ) =
∑
l

ψl(kr, θ) (11.11)

ψl(kr, θ) = Rl(kr)Pl(cos θ) (11.12)

被称为第 l 分波的波函数，分别被称为 s, p, d, ... 波。

设 r → ∞ V (r) → 0，并令 rRl(kr) = ul(kr)，可将方程

[
1

r

d2

dr2
r + k2 − l(l + 1)

r2
− 2µ

~2
V (r)]Rkl(r) = 0 (11.13)

化为
d2uk(kr)

dr2
+ k2ul(kr) = 0 (11.14)

解得

ul(kr) =
Al

k
sin(kr − lπ

2
+ δl) (11.15)

其中待定系数已经重记方便后续操作。由此得到了径向部分波函数在无穷远处

的渐进形式

Rl(kr) →
Al

kr
sin(kr − lπ

2
+ δl) (11.16)

总波函数为

ψk(r, θ) →
∑
l

Al

kr
sin(kr − lπ

2
+ δl)Pl(cos θ) (11.17)
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利用平面波分解成球面波的公式

eikz =
∑
l

(2l + 1)iljl(kr)Pl(cos θ) (11.18)

其中

r → ∞, jl(kr) →
sin(kr − lπ

2 )

kr
(11.19)

现在回去看边界条件

r → ∞ ψk(r) → ψs → eikz+f(θ, ϕ)
eikr

r
=
∑
l

(2l+1)il
sin(kr − lπ

2 )

kr
Pl(cos θ)+f(θ, ϕ)e

ikr

r

(11.20)
将边界条件和之前我们得到波函数形式做比较，利用 il = eilπ/2 得到

Al = (2l + 1)ileiδl (11.21)

f(θ) =
1

k

∑
l

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ) (11.22)

最终求得微分散射截面

σ(θ) = |f(θ)|2 =
1

k2
|
∑
l

(2l + 1)eiδl sin δlPl(cos θ)|2 (11.23)

利用勒让德多项式的正交归一化条件

2l + 1

2

∫ π

0

Pl′(cos θ)Pl(cos θ) sin θdθ = δll′ (11.24)

可简化总散射截面

σ =
4π

k2

∑
l

(2l + 1) sin2 δl (11.25)

11.2.1 光学定理

Imf(θ = 0) =
1

k

∑
l

(2l + 1) sin2 δl (11.26)

这和总散射截面成比例

σ =
4π

k
Imf(θ = 0) (11.27)
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例：三维空间中，质量为 m 的粒子，被一无限高势垒散射

V = 0 r > R, V = ∞ r < R (11.28)

求 s 分波的波函数和相移

解：

[
1

r

d2

dr2
r + k2 − l(l + 1)

r2
− 2µ

~2
V (r)]Rkl(r) = 0 (11.29)

设 l = 0, u0(kr) = rR0(kr)，在 r > R 时上式化为

d2u0(kr)

dr2
+ k2u0(kr) = 0, k =

√
2mE

~
(11.30)

此式解为

u0(kr) = A sin(kr + δ0) (11.31)

R0(kr) 在 r = R 连续

A sin(kR+ δ0) = 0 (11.32)

相移为

δ = −kR (11.33)

对应波函数为

ψs(r, θ, ϕ) = R0(kr)Y00(cos θ) = A

r
sin(kr − kR)Y00(cos θ) (11.34)

与无穷远处的波函数渐进形式作比较，可得 A = 1
k

σ =
4π

k2
sin2 kR (11.35)

11.3 波恩近似

(1)t0 = 0 入射，t→ ∞ 散射到无穷远（自由状态）

V (r, t) = 0, t < 0, , V (r), t > 0 (11.36)

i~
∂ψ(r, t)
∂t

= [− ~2

2µ
∇2 + V (r, t)]ψ(r, t) (11.37)

根据费米黄金跃迁规则

dωfi(θ, ϕ) =
2π

~
|
∫
ϕ∗fV (r)ϕidr|2ρ(Ef )dΩ (11.38)

σ(θ, ϕ) =
dωfi(θ, ϕ)

jidΩ
(11.39)
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设入射流依旧是沿 z 轴的平面波 ϕi =
1√
V
eikiz

ji =
~ki
µV

(11.40)

出射波则有 ϕf = 1√
V
eikf·r

考虑相空间中存在的量子态个数（球坐标）

ρ(E)dEdΩ =
V P 2dPdΩ

~3
(11.41)

ρ(E)dΩ =
V PµdΩ

~3
=

V µk

8π3~2
dΩ (11.42)

带入微分散射截面

σ(θ, ϕ) = (
µ

2π~2
)2|
∫
ei(ki−kf)·rV (r)dr|2 (11.43)

若势场为中心势场，令 q = ki − kf∫
ei(ki−kf)·rV (r)dr =

∫
eiq·rV (r)r2 sin θdrdθdϕ =

4π

q

∫
dr sin(qr)V (r)r

(11.44)
得微分散射截面

σ(θ) = (
2µ

q~2
)2|
∫
dr sin(qr)V (r)r|2 (11.45)

注意其中 q = 2k sin( θ2 )
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Part II

Note for Griffiths
12 定态薛定谔方程

12.1 梯算符 (ladder operator)

考虑谐振子问题，此时薛定谔方程取形式：

1

2m
[p2 + (mωx)2]ψ = Eψ (12.1)

其中 x, p = −ih d
dx 分别为位置与动量算符。现定义 ladder operator

a± :=
1√

2~mω
(∓ip+mωx) (12.2)

若将 p 的定义带入形式则为

a± =
1√

2~mω
(∓~

d

dx
+mωx) (12.3)

应有

a−a+ =
1

2~mω
[p2 + (mωx)2]− i

2~
[x, p] (12.4)

a+a− =
1

2~mω
[p2 + (mωx)2] +

i

2~
[x, p] (12.5)

利用正则对易关系 [x, p] = ih 化简之并带回薛定谔方程可得

~ω(a±a∓ ± 1

2
)ψ = Eψ (12.6)

a± 使波函数的 E 本征值上升/下降：E → E ± ~ω

Ha+ψ = ~ω(a+a− +
1

2
)a+ψ

= a+~ω(a−a+ +
1

2
)ψ

= a+~ω(a−a+ − 1

2
+ 1)ψ

= a+(H + ~ω)ψ

= (E + ~ω)a+ψ

(12.7)
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Ha−ψ = ~ω(a−a+ − 1

2
)a−ψ

= a−~ω(a+a− − 1

2
)ψ

= a−~ω(a+a− +
1

2
− 1)ψ

= a−(H − ~ω)ψ

= (E − ~ω)a−ψ

(12.8)

在所有本征函数中存在的最低一级（基态）ψ0 应满足 a−ψ0 = 0，将 a− 的定

义式带入有
1√

2~mω
(~

d

dx
+mωx)ψ0 = 0 (12.9)

由此可求得 ψ0 的具体形式（积分常数由归一化条件确定）：

ψ0(x) = (
mω

π~
)1/4e−

mω
2~ x2

(12.10)

带回薛定谔方程，基态能量为

E0 =
1

2
~ω (12.11)

其余态满足

ψn(x) = An(a+)
nψ0(x), En = (n+

1

2
)~ω (12.12)

此式结合薛定谔方程与 a± 的定义可得

a+a−ψn = nψn, a−a+ψn = (n+ 1)ψn (12.13)

以及

a+ψn = cnψn+1, a−ψn = dnψn−1 (12.14)

为确定系数先证明公式：∫ ∞

−∞
f∗(a±g)dx =

∫ ∞

−∞
(a∓f)

∗gdx (12.15)

（将定义带入并分部积分第一项，根据 f,g 在无穷远处趋于 0 即可证明，可参
考 P59-P60）
由此我们有 ∫ ∞

−∞
(a±ψn)

∗(a±ψn)dx =

∫ ∞

−∞
(a∓a±ψn)

∗ψndx (12.16)

将 (12.13) 带入右边可以计算出 cn 和 dn

a+ψn =
√
n+ 1ψn+1, a−ψn =

√
nψn−1 (12.17)
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由此立得

ψn =
1√
n!
(a+)

nψ0 (12.18)

谐振子的定态函数解彼此正交∫ ∞

−∞
ψ∗
mψndx = δmn (12.19)

利用上式和

x =

√
~

2mω
(a+ + a−), p = i

√
~mω
2

(a+ − a−) (12.20)

可以方便地计算各类力学量的期望值。

例:计算势能期望值

⟨V ⟩ = ⟨1
2
mω2x2⟩ = ~ω

4

∫
ψ∗
n[(a+)

2 + (a+a−) + (a−a+) + (a−)
2]ψndx (12.21)

(a+)
2ψn 和 (a−)

2ψn 两项由于正交性被消去，剩下两项利用 (12.17) 式可得

⟨V ⟩ = ~ω
4
(n+ n+ 1) =

1

2
~ω(n+

1

2
) (12.22)

和经典情况类似，势能期望值占总能量的一半。

本征函数形式

ψn(αx) = cnHn(αx)e
−α2x2/2 (12.23)

其中 cn = ( 1
2nn! )

1/2(mω
π~ )1/4，α =

√
mω
~ ，Hn 为厄米多项式，满足

d2H

dξ2
− 2ξ

dH

dξ
+ 2nH = 0, ξ = αx (12.24)

12.2 自由粒子 (free particles)

自由粒子的本征函数取平面波形式

ψ(x) = Aeikx +B−ikx (12.25)

此波函数不能归一化，因为在空间中任意一点找到粒子的概率均相同，不存在

定态。不存在具有特定能量的自由粒子。我们可以通过傅里叶变换来构造波包

(wave packet) 来对粒子进行拟合

ψ(x) =
1√
2π

∫
ϕ(k)eikxdk (12.26)

ϕ(k) =
1√
2π

∫
ψ(x)e−ikxdx (12.27)
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注意这里拟合粒子必须需要 k(即 E) 在一定区间内取值。如果加上时间项，自
由粒子波函数的通解形式为

ψ(x) =
1√
2π

∫
ϕ(k)ei(kx−

~k2

2m t)dk (12.28)

这一做法和束缚态求傅里叶级数系数类似。

13 算符与表象变换

13.1 连续谱本征值 (continuous spectra)

若一力学量的本征值为连续谱，其本征函数将无法归一化，但可狄拉克归

一化 (Dirac orthonormality)，积分结果可用狄拉克函数表示。

动量算符
~
i

d

dx
fp(x) = pfp(x) (13.1)

本征函数族为

fp(x) = Aeipx/~ (13.2)

其平方不可积，故不是对应 Hilbert space 的元素，其狄拉克正交性为∫ ∞

−∞
f∗p′fpdx = |A|2

∫ ∞

−∞
ei(p−p′)x/~dx = |A|22π~δ(p− p′) (13.3)

取 A = 1√
2π~，得

⟨fp′ |fp⟩ = δ(p− p′) (13.4)

这一连续函数族亦是完备的，任意函数可利用其展开

f(x) =

∫ ∞

−∞
c(p)fp(x)dp =

1√
2π~

∫ ∞

−∞
c(p)eipx/~dp (13.5)

其中

c(p′) = ⟨fp′ |f⟩ = 1√
2π~

∫ ∞

−∞
f(x)e−ip′x/~dx (13.6)

第一个等号成立是由于

c(p′) =

∫ ∞

−∞
c(p)δ(p− p′)dp =

∫ ∞

−∞
c(p)⟨fp′ |fp⟩dp = ⟨fp′ |f⟩ (13.7)

位置算符

xgy(x) = ygy(x) (13.8)
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其中 y 是本征值，对应本征函数为

gy(x) = Aδ(x− y) (13.9)

取 A = 1，有∫ ∞

−∞
g∗y′(x)gy(x)dx =

∫ ∞

−∞
δ(x− y′)δ(x− y)dx = δ(y − y′) (13.10)

即

⟨gy′ |gy⟩ = δ(y − y′) (13.11)

同样由完备性

f(x) =

∫ ∞

−∞
c(y)gy(x)dy

∫ ∞

−∞
c(y)δ(x− y)dy (13.12)

明显地

c(y) = f(y) (13.13)

13.1.1 箱归一化

粒子处在一维 [−L
2 , L2 ] 中运动，满足周期性边界条件 ϕpx(

−L
2 ) = ϕpx(

L
2 )，

则

e−ipxL/2~ = eipxL/2~ → p(n)x =
2πn~
L

, n = 0,±1,±2, ... (13.14)

13.2 能量 -时间不确定原理
(energy-time uncertainty principle)

首先计算某力学量期望值随时间变化关系的形式

d

dt
⟨Q⟩ = d

dt
⟨ψ|Q̂ψ⟩ = ⟨∂ψ

∂t
|Q̂ψ⟩+ ⟨ψ|∂Q̂

∂t
ψ⟩+ ⟨ψ|Q̂∂ψ

∂t
⟩ (13.15)

利用薛定谔方程

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ (13.16)

可得
d

dt
⟨Q⟩ = − 1

i~
⟨Ĥψ|Q̂ψ⟩+ 1

i~
⟨ψ|Q̂Ĥψ⟩+ ⟨pQ̂

pt
⟩ (13.17)

注意 Ĥ 厄米，则 ⟨Ĥψ|Q̂ψ⟩ = ψ|ĤQ̂ψ⟩，由此得到

d

dt
⟨Q⟩ = i

~
⟨[Ĥ, Q̂]⟩+ ⟨∂Q̂

∂t
⟩ (13.18)
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注意此式在经典力学中的对应。对于大多数不显含时间的算符来说，力学量的

期待值随时变化率和其与 Ĥ 的对易子成正比，我们在这一条件下考察两者的不

确定关系。

σ2
Hσ

2
Q ≥ (

1

2i
⟨[Ĥ, Q̂]⟩)2 = (

1

2i

~
i

d⟨Q⟩
dt

)2 = (
~
2
)2(

d⟨Q⟩
dt

)2 (13.19)

即

σ2
Hσ

2
Q ≥ ~

2
|d⟨Q⟩
dt

| (13.20)

若我们令 σH = ∆E,
σQ

|d⟨Q⟩/dt| = ∆t，则得能量 -时间不确定原理

∆E∆t ≥ ~
2

(13.21)

这里 ∆t 代表了算符 Q̂ 的期待值变化一标准差所需的时间，例如在势阱定态的

极端情况，E 取分立的确定值 ∆E，此时要使力学量发生变化的 ∆t→ ∞。
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